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Resumen

El problema del limite cldsico se refiere a como recuperar la dindmica cldsica o newtoniana,
partiendo de los principios de la mecdnica cudntica. En otras palabras, el problema es coémo
reducir la fisica cldsica a la teorfa cudntica. Es comin encontrar en los textos populares de
mecdnica cudntica que este problema estd resuelto, sin embargo aqui presentamos una critica
a estas supuestas soluciones del problema y mostramos por qué no son realmente
satisfactorias. Lo que nosotros proponemos es abordar el problema desde las teorias
alternativas al formalismo cudntico estdndar; en particular desde la teoria de onda-piloto y
también GRW (con densidad de masa). Ambas teorias estdn mejor equipadas para lidiar con
el problema del limite cldsico porque cuentan con una clara y precisa ontologia, que hace més
facil conectar sus elementos teéricos con el mundo de la experiencia. Sin embargo también
faltan algunos obstdculos por superar para dichas teorias y aqui proponemos cémo deberia
de verse una solucién general para esto.
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Abstract

The classical limit problem refers to how the classical or Newtonian dynamics can be
recovered from the principles of quantum mechanics. In other words the problem is how to
reduce classical physics to quantum theory. It is commonplace to find in popular quantum
mechanics texts that the problem is solved, nevertheless here we present a critique of these
supposed solutions to the problem and we show why they are not really satisfactory. What
we propose is to approach the problem from the alternative theories to the standard quantum
formalism; in particular from the pilot-wave theory and also GRW (with mass density). Both
theories are better equipped to deal with the classical limit problem because they have a clear
and precise ontology, which makes it easier to link their theoretical elements to the world of
experience. This notwithstanding, there still remain some obstacles to overcome for said
theories and here we propose how a general solution to this should look like.

Keywords: quantum mechanics, philosophy of science, philosophy of physics, classical limit,
foundations of quantum mechanics.

1. Introduccién

La mecdnica cudntica es en principio una teoria del mundo microscépico. Fue formulada
para dar cuenta de los fendmenos que involucran electrones, protones y demds elementos de
la materia, de los cuales estdin conformados los objetos que podemos considerar
macroscopicos, como mesas, sillas, etc. Ahora bien, ya que el mundo macroscépico, en tltima
instancia, estd hecho de elementos microscdpicos, los cuales se explican desde la mecdnica
cudntica, entonces es natural preguntarse si es posible que la teoria cudntica pueda dar cuenta
también de los fenémenos macroscépicos. En otras palabras, existe el problema de cémo
recuperar la dindmica cldsica del mundo macroscépico, partiendo de los principios de la
teorfa cudntica. Esto ha sido parte del programa de la mecdnica cudntica desde sus inicios
(Liboff 1984; Jammer 1966), por lo que es comtn encontrar en los libros de texto sobre
teorfa cudntica este llamado problema del limite cldsico. (Histéricamente el primero en
enunciar algo asi como el problema del limite cldsico, parece haber sido Max Planck, aunque
tipicamente se le suele adjudicar (equivocadamente) a Niels Bohr, el demandar que la teoria
cudntica recupere a la fisica cldsica en algin limite apropiado (Rosenfeld 1979; Bokulich

2008)).

Mds aun, en las fuentes habituales de la teoria, se suele afirmar que el problema se
encuentra resuelto, es decir que supuestamente se puede recuperar a la teoria clésica desde la
mecdnica cudntica, o bien, que podemos reducir la primera a la segunda (Sakurai 1994;
Griffiths 2005; Ballentine 1998). En este trabajo queremos argumentar, sin embargo, que las
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comunes soluciones para el problema del limite cldsico no son del todo satisfactorias. Ademds
de esto, queremos poner en evidencia por qué el marco conceptual estindar de la teoria
cudntica no es conducente para resolver dicho problema, y que si se mira desde el lente de las
llamadas “interpretaciones alternativas” de la mecdnica cudntica, entonces puede ser mucho
mis sencillo encontrar una solucién al problema.

La primera parte del articulo tiene que ver con las soluciones usuales que se han dado al
problema del limite cldsico y por qué no terminan de ser enteramente adecuadas. En la
segunda parte abordamos el problema desde las diferentes interpretaciones de la mecdnica
cudntica, como la teoria de onda-piloto y las teorias de colapso objetivo. Después hacemos
una revisién de las ventajas y desventajas que cada una de estas interpretaciones tiene para
recuperar a la teorfa cldsica, y finalmente ofrecemos algunas conclusiones.

2. Las propuestas comunes para resolver el problema

En las fuentes estdndar sobre la teoria cudntica frecuentemente uno se encuentra con la
afirmacién de que el problema del limite cldsico ya se encuentra resuelto, y que de hecho se
logré resolver en una época temprana de la teorfa. Pero lo cierto es que no existe, en dichas
fuentes, uniformidad sobre c6mo resolver el problema, sino mds bien nos encontramos con
diferentes formas de aproximarse a éste. En esta seccién vamos a presentar lo que
consideramos las dos formas mds tipicas con las que se pretende resolverlo.

2.1 El “limite cuando A — 0”

Una de las soluciones que se suelen proponer, es considerar el caso en el que la constante
de Planck h “tiende a un valor de cero”, lo cual, bdsicamente, quiere decir que sustituimos
en las ecuaciones que rigen la evolucién de los estados cudnticos a dicha constante por cero.
Recordemos muy brevemente que en la teoria cudntica estindar a cada sistema le corresponde
(para todo instante de tiempo) un vector de estado ¥, también llamado funcién de onda, a
partir del cual podemos calcular la probabilidad de observar este o aquel resultado cuando
realicemos una medicién sobre dicho sistema. El vector de estado ¥ evoluciona de manera
determinista de acuerdo con la ecuacién de Schrédinger asi

ow .
ih— = Ay ec.(1)
at

donde H es un operador hermitiano que representa a la energfa total del sistema, llamado

2
“hamiltoniano” y que explicitamente estd dado por H = ;—m +V, siendo Vel potencial que

actda sobre el sistema. En el espacio de coordenadas la ecuacién de Schrédinger cobra la
siguiente forma

h % =y ec.(2)
ot 2m 9r?
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Para obtener o recuperar a la dindmica clésica desde la ecuacién (2) el argumento es como
sigue (Sakurai 1994; Liboff 1984). Primero consideramos la representacién polar de la
funcién de onda, es decir que la escribimos asi

—is
¥ = Rehn,
donde R = R(7,t) y S = S(#,t), son el médulo y la fase de la funcién de onda,
respectivamente.

Ahora podemos sustituir esta representacién de la funcién de onda en la ecuacién de
Schrodinger, y después de un poco de dlgebra y considerar que el valor de h es despreciable
(i.e. que se aproxima a cero), se llega a la siguiente ecuacién para la fase S:

Lipsiz+v +Z=0 ec.(3)
2m at

Esta Gltima expresién es formalmente idéntica a la ecuacién cldsica de Hamilton-Jacobi
con la fase § jugando el papel de la funcién principal cldsica. El punto es que la ecuacién de
Hamilton-Jacobi se utiliza para describir a los sistemas cldsicos o newtonianos, y de hecho
podemos pensarla como equivalente a las leyes del movimiento cldsicas de Newton. Entonces
el resultado es que después de considerar a la constante de Planck como despreciable, llegamos
a que la fase de la funcién de onda cumple con una ecuacién cldsica de movimiento, y esto
es el argumento, en rasgos generales, de como supuestamente recuperar a la mecdnica cldsica
desde la teoria cudntica, de acuerdo con dicho criterio de que i = 0. Debemos decir que
muchas veces el argumento no es meramente que “debemos tomar el limite cuando A — 07,
sino que debido a las condiciones fisicas del sistema, el valor de A puede ser despreciado
(Sakurai 1994; Messiah 1999). Por ejemplo se considera el caso en que “el ndmero cudntico
principal 7” , es muy grande, como un limite apropiado para considerar que i = 0; o
también el caso en que h|V%S| < |VS|?.

2.2 El teorema de Ehrenfest

La otra solucién que es comun encontrar en la bibliografia estdndar tiene que ver con el
llamado teorema de Ehrenfest, que dice lo siguiente. Sea un sistema fisico con un estado
cudntico dado por ¥ y sujeto a un potencial V, entonces la siguiente expresion es verdad para
todo instante de tiempo (Griffiths 2005; Ballentine 1998):

F) = — (Z_Z) & ec.(4)

dt?
Con este resultado se suele argumentar que entonces los valores esperados del sistema
“siguen las trayectorias cldsicas”. Esto tiene como base el hecho de que en la mecdnica cldsica

. o . d’x
las ecuaciones de movimiento estdn dadas por la expresién andloga: F = m —. Asf que con

esto se pretende, de alguna manera, haber hecho una conexién entre la dindmica cldsica y la
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cudntica, porque los valores de esperanza supuestamente siguen las mismas ecuaciones que
sus contrapartes cldsicas.

La primera observacién que debemos hacer con respecto a este argumento es que la
ecuacion (4), de hecho no es enteramente andloga a la ecuacién dindmica cldsica. Para que
esto fuera verdad deberia cumplirse algo mds fuerte, a saber

v @) . d (x) ec.(5)
0x =m dt?

donde, crucialmente, ahora el lado izquierdo estd evaluado en el valor esperado de x. Esto si
nos asegura que (X, seguird la misma trayectoria que el valor cldsico de la posicién. Sin
embargo la ecuacién (5) no se cumple genéricamente para cualquier estado ¥ y potencial V,
asi que hace falta decir algo sobre cudndo si es vélida esta expresion.

Podemos ver ficilmente dos condiciones suficientes para que se cumpla la ecuacién (5),
que en adelante denotaremos como la versién fuerte del teorema de Ehrenfest. La primera
condicidén es que el potencial sea (cuando mucho), una funcién cuadritica en la posicidn, es
decir, de la forma V = a 4+ bx + cx?, con a, b y ¢ constantes. De ser esto el caso, se tendria
que

v

— = 2cx
ox >

de donde se sigue que (Z—Z) =2c (x) , por lo cual se cumple (Z_Z) = aV(a—;x)). Asi,

para potenciales de este tipo, es verdad que los valores de esperanza siguen trayectorias
. . . . . 1

cldsicas. Un ejemplo de potenciales como éste, es el oscilador arménico V' = - kx?.
La segunda condicién involucra no al potencial, sino a la funcién de onda. Supongamos

que ¥ es una funcién concentrada alrededor de un punto x, , es decir que ridpidamente se
aproxima a cero cuando nos alejamos de dicho punto. En este caso, se tendria lo siguiente

1% 5 av v (xq)
- () =¥ Edx ~ D,
X
’ . , \%4 BV X,
pero ademds, claramente se tiene que x) = xq, ast que (a ( o) . Entonces

podriamos estar justificados en considerar que las trayectorias de los valores esperados serdn
pricticamente iguales que las de la dindmica cldsica, o sea, que se estarfa cumpliendo
nuevamente el teorema fuerte de Ehrenfest.

3. Dificultades para la soluciones comunes

Las dos propuestas que acabamos de ver para resolver el problema del limite cldsico pueden
ser bastante sugerentes, pero tenemos que hacernos la pregunta de si realmente nos han
ayudado a recuperar o no la dindmica cldsica. ;Es verdad que podemos hablar de una
reduccién de teorias apelando al teorema (fuerte) de Ehrenfest o el limite cuando A — 0? ;En
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verdad hemos derivado a la mecdnica cldsica desde la teoria cudntica con estas propuestas?
Veamos primero el caso cuando f tiende a cero.

Se afirma que al obtener la ecuacién (3), entonces podemos decir que el sistema es andlogo
a uno cldsico, porque dicha expresién es igual a la ecuacién cldsica de Hamilton-Jacobi. Una
dificultad para esta propuesta es de cardcter mds bien técnica y no repararemos mucho aqui
en ella, pero es que pueden haber problemas de convergencia cuando consideramos que A —
0. Esto es porque la funcién de onda en general siempre depende de A (como se puede ver
en su representaciéon polar) (Holland 1993; Ballentine, Yang y Zibin 1994). Ademds existe
el problema, mds bien conceptual, de considerar que una constante de la naturaleza, como lo
es h, tenga diferentes valores, ;qué significa exactamente que una constante pueda llevarse al
limite cuando es cero? Pero al margen de estas cuestiones, ain asi tenemos otra gran dificultad
con esta propuesta, y es que si bien la ecuacién (3) es andloga a la de Hamilton-Jacobi, spor
qué esto querria decir que el sistema en cuestién puede considerarse como cldsico y no
cudntico? El problema que subyace a esto es que no tenemos una interpretacion clara para la
fase S, que es lo que estd en juego en dicha ecuacién. ;Cudl es la conexién, pues, entre un
sistema cldsico y dicha fase cudntica §? Sin una manera de interpretar lo que significa esta
fase, tampoco sabemos qué estd diciendo esta ecuacién y mucho menos podemos hacer una
conexién directa con la mecdnica cldsica. El fildsofo de la ciencia J. Rosaler aborda esta
situacion, cuando afirma que hablar de analogfas entre la ecuacién (3) y la ecuacién clésica
de Hamilton-Jacobi, puede considerarse como una reduccién de tipo “formal”, pero no
“empirica”. Con esto quiere decirse que no es suficiente tener una ecuacién formalmente
andloga a la dindmica cldsica, sino que hace falta decir cémo el mundo descrito por esta

ecuacion se corresponde con los elementos de la mecdnica cldsica. Como dice Rosaler (Rosaler
2015):

La mecdnica cldsica estd formulada en una arena matemdtica de variedades simplécticas,
transformaciones candnicas, brackets de Poisson, principios de accién y cosas
semejantes, mientras la mecdnica cudntica estd formulada en un lugar con espacios de
Hilbert, transformaciones unitarias, conmutadores, integrales de camino, dlgebras C*,
(...) y otras estructuras relacionadas. ;Qué conexiones, analogias y correspondencias
podemos identificar entre estos dos esquemas matemadticos?'

Sobre la propuesta relacionada al teorema (fuerte) de Ehrenfest, hay otro tanto que decir
al respecto. Por un lado tenemos el problema de que solamente hemos encontrado
condiciones suficientes, pero no necesarias para supuestamente tener una dindmica cldsica. Y
por otro lado estd el asunto de responder, cudndo estamos justificados en considerar que (

! “Classical mechanics is formulated in a mathematical arena of symplectic manifolds, canonical

transformations, Poisson brackets, action principles and the like, while quantum mechanics is formulated in a
realm of Hilbert spaces, unitary transformations, commutators, path integrals, C* algebras, (...) and related
structures. What connections, analogies and correspondences can we identify between these two mathematical
frameworks?”
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av av( x) . . . . . ,
= = %. Sabemos por ejemplo que si la funcién de onda asociada al sistema estd

concentrada alrededor de un punto X, entonces es vélido el teorema fuerte de Ehrenfest,
pero esto no nos dice realmente por qué es de esperar que los objetos descritos por la mecdnica
cldsica, tipica o comdnmente serdn de este tipo. Dicho de otra forma, hace falta mostrar que,
por lo menos en la mayoria de los casos, para los sistemas descritos cldsicamente (por ejemplo
aquellos conformados por un gran nimero de particulas), la funcién de onda asociada se
encuentra siempre concentrada alrededor de algin punto. Sin embargo esto no es evidente,
ademds de que en general, la funcién de onda de cualquier sistema, debido a la evolucién
dada por la ecuacién de Schrodinger, tiende a dispersarse con el paso del tiempo, y no a
concentrarse en algin punto particular (de hecho es por esta razén que Schrodinger desisti6
en sus intentos por proveer a la teorfa cudntica con una interpretacién en términos de
densidades de carga (Allori et al. 2011)). Mds atn, incluso si los sistemas que querriamos
considerar como cldsicos, tuvieran siempre una funcién de onda que cumpla con el teorema
fuerte de Ehrenfest, también harfa falta responder a los cargos que levanta Rosaler. Nos
faltaria explicar por qué si los valores de esperanza evolucionan como sus contrapartes cldsicas
entonces el sistema se comporta de forma clésica. Por ejemplo, si el valor esperado de un
sistema evoluciona como una particula cldsica libre, i.e., como (x) = vt, entonces
spodemos decir que dicho sistema es una particula libre cldsica y no ya un sistema cudntico?
No es claro que esto sea el caso, porque no se ha hecho una correspondencia entre el
formalismo cudntico y la mecdnica cldsica, que nos permita evaluar el contenido empirico de
una descripcién en términos de funciones de onda, valores de expectacién, observables
cudnticos, etc., y en el contexto de los elementos de la mecdnica cldsica. En pocas palabras,
hace falta responder a la pregunta ;cémo podemos interpretar en términos cldsicos al valor
esperado? Si no podemos responder esta pregunta, entonces no estamos cerca de haber
derivado a la teoria cldsica desde la mecdnica cudntica.

Esto dltimo es muy similar a la critica que hicimos del caso cuando A — 0, en el sentido
de que parece haber una deficiencia interpretativa, que no nos permite acercarnos al
contenido empirico de las expresiones formales como la ecuacién (3). Lo que estd ocurriendo
aqui, y esta es parte de nuestra tesis, es que los problemas conceptuales de la mecdnica
cudntica son un grave obstdculo para poder decir algo del mundo macroscépico o cldsico. La
cuestion de fondo es que hay serios problemas para darle una clara interpretacién a los valores
de esperanza y a la misma funcién de onda, que se encuentran en el corazén de la teoria
cudntica. Esto es, por lo menos en parte, lo que se conoce como el problema de la medicién,
que tiene que ver con cémo entender a la funcién de onda (Okon 2014; Maudlin 1995; Bell
1990). La otra parte del problema de la medicidn, si se quiere ver asi, estd relacionada con
una cierta vaguedad en las reglas para la evolucién dindmica de ¥, que en la teoria estdndar
estd regida por la ecuacién (1), mds el llamado postulado del colapso. Cuando realizamos una
medicién, de acuerdo con este postulado, la funcién de onda abruptamente cambia de estar
en una superposicién de estados (a menos de que inicialmente no estuviera en una), hacia el
vector que se corresponde con el resultado observado en la medicién. La dificultad con esto,
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brevemente, es que la evolucién depende de la nocién de “medicién”, pero dicho concepto
no estd bien definido dentro de la teoria.

Debido a todos estos problemas, creemos que es mucho mds conveniente y enriquecedor
analizar el problema desde los formalismos alternativos de la mecdnica cudntica, en donde no
hay estas carencias interpretativas de la teoria estindar. Por eso ahora veremos qué se puede
decir sobre el limite cldsico desde dos de estas teorias: la teorfa de onda-piloto y la teorfa de

GRW.

4. Formalismos alternativos

En esta seccién vamos a recapitular, de manera muy breve, los principios bdsicos de la
teorfa de onda-piloto, también conocida como mecdnica de Bohm, y de la teoria de colapso
objetivo GRW. Ambas teorfas modifican de alguna manera al formalismo estdndar,
preservando todos sus resultados, pero de tal manera que resuelven las dificultades
relacionadas al problema de la medicién.

4.1 La teoria de onda-piloto

La teoria de onda-piloto fue desarrollada en la década de los 50s por el fisico David Bohm
(Bohm 1952a; 1952b). En esta teoria se considera que las particulas, no solo tienen asociada
una funcién de onda, sino que ademds estdn de hecho bien localizadas en el espacio; es decir,
que les podemos asignar una posicién para todo instante de tiempo Q(t). A las posiciones de
las particulas se les conoce como “variables ocultas”. El estado completo de un sistema
comprende entonces estas dos cosas, la funcién de onda y la posicién de las particulas (¥, Q).
La dindmica de la funcién de onda estd dada exclusivamente por la ecuacién (1), asi que
nunca hay colapsos en esta teoria (ni siquiera cuando “se realizan mediciones”). Ademds se
postula una ecuacién de evolucién para la posicién de las particulas, que viene dada en
términos de la funcién de onda asi

dQ _ h vy

== Im(;)Q ec.(6)
donde 7 es la masa, e Im es el operador que nos devuelve la parte imaginaria de un nimero
complejo (i.e. si z = a + ib, entonces Im(z) = b).

Como ya dijimos, la mecdnica de Bohm recupera o reproduce todos los resultados de
la mecdnica cudntica. Esto se logra mediante la llamada “hipétesis de equilibrio”, segiin
la cual, es verdad que en algin instante de tiempo t; se cumple que

p(Q(to) to) = ¥ ()%
donde p es la distribucién de las particulas en el espacio tridimensional ordinario. Ya que la

funcién de onda evoluciona de acuerdo a (1), basta con que se cumpla la expresién anterior
en alglin tiempo ty, para que de hecho la distribucién p siempre sea igual que |¥|?.
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El problema de la medicién queda resuelto en este formalismo, porque no hace falta decir
nada de colapsos que ocurren debido a mediciones, observaciones, ni ninguna otra cosa que
esté, por asi decirlo, mds alld de los elementos mismos de la teoria. La ontologia de la teorfa,
o su interpretacién empirica, también es precisa y clara, en el sentido de que se postulan como
elementos fisicos objetivos a las posiciones de las particulas. Ahora bien, atn faltaria por
especificar, tal vez, exactamente qué es la funcién de onda en esta teorfa. Para lo cual se han
propuesto diferentes cosas, como que ésta es solamente algo que “guia” a las particulas, pero
que no tiene en si una realidad fisica. Hay posturas también, mds realistas, que afirman que
la funcién de onda si tiene un cardcter fisico (Manero 2019). Sin embargo, al margen de esto,
el contenido empirico de la teoria es claro y explicito en tanto a las posiciones de las particulas,
asi que se encuentra mucho mejor equipada en este sentido que la teoria estdndar.

4.2 La teorfa de GRW

En la década de los 80s, los fisicos G. Ghirardi, A. Rimini y T. Weber, desarrollaron otro
formalismo alternativo, que se conoce como GRW (por los apellidos de los autores)
(Ghirardi, Rimini y Weber 1986). En esta teoria se modifica la dindmica de la funcién de
onda, pero no se agregan otros elementos o variables ocultas. De acuerdo con este formalismo,
toda particula tiene una cierta probabilidad por unidad de tiempo, 7, de espontdneamente
“sufrir un colapso”. Este colapso tiene como consecuencia que la funcién de onda asociada
se concentre alrededor de un punto X;, que llamamos el centro del colapso. Formalmente, si
al instante t, ocurre uno de estos colapsos, entonces la funcién de onda cambia asi

P(to) > ¥ =j(x —x0) P(to),

donde la funcién j, es una gaussiana, centrada en el punto X;, y con un ancho dado por §. A
las constantes T y &, se les considera como nuevas constantes de la naturaleza, y su valor atin
no estd fijado, pero se han propuesto como valores tentativos § = 10~°cm yT = 10~ 1651,
Por tltimo, se estipula que la probabilidad de que el centro del colapso sea x estd dada por

P(xo) = 1% (x0)I".

Con dicho valor propuesto para la frecuencia de los colapsos 7, una sola particula podria
tardar millones de afios en sufrir un colapso. Sin embargo, si consideramos un conjunto de
N particulas, entonces la probabilidad de que alguna de ellas sufra un colapso aumenta
proporcionalmente con N. Para un tipico cuerpo macroscépico, que cuenta con N ~ 1025
particulas, la frecuencia con la que ocurrirfa un colapso para alguna de ellas, serfa 10*s7, es
decir que se tendria un colapso dentro de una pequena fraccién de segundo. Esto es muy
importante porque de esta forma la teoria resuelve el problema de las superposiciones
macroscépicas. Si bien un cuerpo macroscépico, por ejemplo un gato, podria encontrarse en
una superposicién de estados distintos (como vivo y muerto), esta superposiciéon no duraria
mds que una fraccion de segundo, después de la cual ocurriria espontdneamente un colapso,
que lo llevaria al estado de vivo o muerto.
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Asi entonces la teoria de GRW resuelve el problema dindmico de los colapsos sin apelar a
mediciones, observaciones, agentes conscientes, ni ninguna otra cosa semejante. Las reglas de
cudndo y cémo ocurren los colapsos de la funcién de onda son matemdticamente precisas y
claras. Ademds, se rescatan los resultados del formalismo estdndar gracias a la ecuacién de la
probabilidad para que el centro del colapso sea un punto xg, que es proporcional al cuadrado
de la funcién de onda. Aun asi, a la teorfa parece faltarle algo mds para poder realmente hacer
contacto empirico con el mundo, porque ;qué interpretacién tiene la funcién de onda?, ;qué
ontologia o elementos de la realidad fisica postula que existen la teorfa? Para resolver estas
preguntas, G. Ghirardi considerd agregar otro ingrediente al formalismo (Ghirardi, Grassi,
Benatti 1995): una distribucién de masa en el espacio fisico ordinario, que se construye a
partir de ¥. Para un sistema de /V particulas, cada una con masa m;, dicha distribucién de
masa estd dada por

mx,t) =Y., mf &r.. . dPryS — 0)|W (... )%
donde §(x) es la funcién delta de Dirac.

Ya contando con esta distribucién m(x, t) y reglas dindmicas explicitas para los colapsos
de la funcién onda, la teoria de GRW pretende resolver el problema de la medicién. Esta
variante de la teorfa se conoce como GRW con densidad de masa, y suele escribirse como
GRW,,,. Aunque también es cierto que esta teoria no se encuentra exenta de controversias o
posibles problemas. Notablemente existe el llamado Problema de las Colas y también el
Problema de las Colas Estructuradas, que a grandes rasgos tienen que ver con el hecho de que
los colapsos espontdneos no eliminan por completo a las superposiciones cudnticas, porque
la funcién gaussiana j(x) nunca es igual a cero, asi que la funcién de onda post-colapso
tampoco serd estrictamente cero para ninguna de las ramas de la superposicién, sino que a lo
mucho, se concentrard alrededor de alguna de ellas, dando lugar asi a “colas” de pequena
amplitud (McQueen 2015). En el ejemplo cldsico del gato vivo y muerto, esto quiere decir
que después del colapso de hecho tendremos a un gato con la mayor parte de la masa total
del sistema, y al otro gato con una cantidad muy pequena de la masa. Nunca se esfumard por
completo ninguno de los dos gatos (Maudlin 2010).

Por ultimo mencionamos que existen también otras posibilidades para afiadirle una
ontologia a la teorfa (Maudlin 2010; Allori et al. 2008), por ejemplo también se tiene la
llamada ontologia de flashes, segin la cual lo que existe realmente en el mundo son solamente
los centros de los colapsos xj. A esta segunda variante se le conoce como GRW con densidad
de flashes, escrita como GR Ws.

5. El limite cl4sico en la Teoria de Onda-Piloto y GRW

Ahora vamos a discutir cémo se puede abordar el problema del limite cldsico, a partir de
las dos alternativas al formalismo cudntico estindar que acabamos de ver. De las dos variantes
aqui mencionadas, en la que mds se ha trabajado sobre el limite cldsico es la teoria de onda-
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piloto, pues en GRW parece que el problema no se ha estudiado con tanta profundidad.
Comenzamos entonces con lo que se ha hecho en la teoria de onda-piloto.

El mismo David Bohm parece haber sido el primero en analizar cémo se puede recuperar
a la mecdnica cldsica desde su teoria cudntica (Bohm y Hiley 1995; Holland 1993). Su
propuesta es sencilla de entender y derivar, aunque las condiciones que impone para recuperar
la dindmica cldsica pueden resultar muy restrictivas. Veamos primero que como en esta teoria
las particulas si cuentan con una posicién bien definida, entonces tiene perfecto sentido
considerar su derivada con respecto del tiempo (algo que no ocurre por supuesto en la teoria
estandar); por esta razén podemos tomar la derivada (de ambos lados) de la expresiéon (6),
para obtener lo siguiente

d? h? V2R
m—=-VV+_——,
dt 2m R

donde R es la parte radial de la funcién de onda. Ahora bien, el término —VV es simplemente
lo que considerariamos la fuerza que resulta del potencial externo V; o por asi decirlo, la
fuerza cldsica; mientras que el segundo término del lado derecho suele pensarse como una
“fuerza cudntica”, y que depende solamente de la funcién de onda. Esto quiere decir que en
la teorfa de onda-piloto tenemos siempre dos elementos que determinan la dindmica de la
posicién Q de las particulas, una que viene por el potencial externo y otro que es intrinseco
al sistema, porque solo involucra a la parte radial de ¥. Si escribimos respectivamente a estas
dos fuerzas como F y Fy, entonces la expresién anterior es como sigue

Asi que Bohm sugiere considerar como una condicién para recuperar a la mecdnica cldsica,
el caso en el que Fy = 0. Esto querria decir que la posicién @ evolucionaria de forma
estrictamente idéntica a coémo ocurre en la mecdnica cldsica, porque solo tendriamos a la
fuerza que resulta del potencial externo V.

Si aceptamos sin mds la propuesta de Bohm, que sin duda parece ser mucho més clara que
lo que se tiene en el formalismo estindar, entonces solamente faltaria (y esto es muy
importante), explicar por qué para cuerpos macroscopicos es de esperar que la fuerza cudntica
sea igual a cero. Es decir, si para un sistema conformado por un gran niimero de particulas
N, es verdad que tipica o comtinmente la fuerza cudntica asociada con él es igual a cero,
entonces realmente estarfamos en una buena posicién para afirmar que hemos derivado la
mecdnica cldsica desde el formalismo bohmiano. Sin embargo, aqui queremos resaltar una
cuestién importante, y es que demandar que la fuerza cudntica sea estrictamente cero es un
criterio demasiado exigente. Es dificil creer que para la mayoria de los casos que queremos
considerar como macroscopicos o clasicos, sera cierto que FQ = (; este criterio puede ser muy
preciso y claro, pero tal vez no sea realmente muy dtil porque termina siendo muy restrictivo.

Tal vez un mejor criterio, porque es mds laxo, es el que han trabajado recientemente
autores como V. Allori, ez a/, igualmente dentro del contexto de la teoria de onda-piloto
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(Allori et al. 2002). El criterio para recuperar la dindmica cldsica, de acuerdo con esta
propuesta es que
L F ec.(7)
at?
o en otras palabras, que Fy = 0, lo cual es ciertamente menos restrictivo que el criterio de
Bohm. Lo que se necesita luego, es investigar bajo qué condiciones podemos esperar que se
cumpla la ecuacién (7). Para ello, se comienza por analizar el caso de una sola particula con
funcién de onda ¥ (en una sola dimensién por simplicidad), que cumple con

> @)
m—-_:—= [ F)Iy|dx,
y remarcamos que en este caso x representa simplemente a la variable de la posicién, y no la
posicién real Q de la particula. Si expandimos en serie de Taylor a F alrededor de (@) ,
tenemos que

mdzdg) :F( (Q) )+%O.2FII( (Q) )+ ec.(8)

donde 62 = (@ — (Q) ?) 2, es la desviacién estindar para el estado ¥. Supongamos,
después, que se cumple la ecuacién (7), por lo que si tomamos el valor esperado de ambos
lados de la igualdad, debe ser cierto que los términos de orden superior en el lado derecho de
(8) son despreciables con respecto del primero, i.e. es verdad que

d’F"( Q) )KF( @Q)),
y esto implicaria que

L| ec.(9)

1« |
Vrrr

porque la longitud de onda A es proporcional a 0.

La ecuacién (9) es entonces una condicién necesaria, de acuerdo con este criterio, para
tener que la posicién evoluciona de manera cldsica. Pero también se puede ver que es
igualmente una condicién suficiente para ello, aunque la demostracién de esto es mds
rebuscada, asi que aqui solo referimos al lector interesado hacia el texto pertinente (Allori et

al. 2002).

Ahora pasamos a la propuesta en el contexto de la teoria de GRW, que como ya dijimos,
no se ha estudiado con tanto detalle como el caso de la teoria de onda-piloto, pero atn asi es
muy interesante analizar lo que ocurre para esta teorfa.

El trabajo original en donde se formulé por primera vez la teoria de GRW, notablemente,
lleva por titulo “Dindmica Unificada para sistema microscépicos y macroscopicos™, lo cual
apunta a que los autores tenfan en mente, tal vez, algo asi como una reduccién de la mecdnica
cldsica (para objetos macroscdpicos) a la cudntica (para sistemas microscépicos). Pero ademds

? “Unified Dynamics for Microscopic and Macroscopic Systems.”
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de presentar su novedoso formalismo, ;qué se dice en este articulo especificamente sobre la
unificacién de las teorfas cudntica y clésica? En el trabajo se encuentran pocas menciones
directas sobre cdmo recuperar a la dindmica cldsica desde el nuevo formalismo. Mds bien
parece que los autores se contentaron con apelar a una demostracion que involucra de nueva
cuenta al teorema de Ehrenfest. Veamos esto.

Primero se demuestra que para un sistema de /V particulas, la funcién de onda asociada
con su centro de masa evoluciona de manera idéntica que cualquiera de las otras particulas
que lo componen. Si escribimos la ecuacién dindmica de GRW en términos de la llamada
matriz de densidad p

dp . A ec.(10)
ih—=Hp+T

ac PP
con el operador T siendo el responsable de los colapsos, entonces se puede mostrar que la
matriz de densidad asociada con el centro de masa p., del sistema sigue la ecuacién andloga

.2 APem _ 1y 0
lh dt - HCmpCm + TpCm’
donde H,,;, es el hamiltoniano correspondiente al centro de masa.

Ya con este resultado, lo que se arguye después es que la nueva dindmica también implica
que se cumple el teorema de Ehrenfest (esto es, la versién *‘no fuerte" del teorema). Esto
quiere decir que si la funcién de onda de un sistema evoluciona de acuerdo con (10), entonces
también se cumplird la expresién (4). Y ya que la matriz de densidad asociada con el centro
de masa p;, realmente sigue una ecuacién de evolucién igual a (10), entonces se sigue que
también ésta debe de cumplir con el teorema de Ehrenfest. La conclusién es que el centro de
masa de un sistema con un gran nimero /N de particulas, seguird una trayectoria cldsica, en
vista de que cumple con el teorema (4).

6. Discusién

Sabemos que desde los comienzos de la teoria cudntica, se ha tenido la pretensién de
recuperar a la mecdnica clésica. O por lo menos de alguna manera hacer contacto con ella,
ecos de lo cual podemos encontrar en los trabajos de Bohr, donde propone que en tltima
instancia, los resultados experimentales siempre tendrdn que explicarse en términos cldsicos
y no cudnticos. Sin embargo, las soluciones tipicas o comunes que se suelen dar para este
problema son bastante deficientes. Ya vimos que el “limite cuando i — 07, deja mucho que
desear. Si bien la ecuacién (3) es de la misma forma que la ecuacién cldsica de Hamilton-
Jacobi, esto no nos dice realmente que ahora el sistema se esté comportando de manera
cldsica, pues, ;cual es la conexién entre la fase S de la ecuacién (3) y su “contraparte cldsica”
la funcién principal de Hamilton? La relacién entre estas dos cosas nunca es clara, ;por qué
debemos de considerar a la fase cudntica como la funcién principal cldsica cuando tomamos
h — 0? Sobre estas preguntas, dicho enfoque no nos proporciona ninguna respuesta. Lo
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anterior tal vez no es tan sorprendente, cuando recordamos que dentro del contexto del
formalismo estdndar, la interpretacién de elementos tedricos como la funcién de onda es todo
menos clara y precisa. Recordemos que una derivacién o reduccién “formal”, no es lo mismo
que una empirica, como dice Rosaler. Asi que, si ni siquiera podemos interpretar claramente
a ¥, entonces ;qué sentido tiene hablar de una reduccién entre teorias, una de las cuales habla
sobre funciones de onda, observables, valores esperados, etc., mientras que la otra habla de
particulas puntuales, espacios fase, lineas de mundo, etc.? En otras palabras, la mecdnica
cldsica es tan diferente de la teoria cudntica, que resulta muy pobre solamente apuntar hacia
una semejanza entre un par de sus ecuaciones dindmicas.

Sobre el teorema (fuerte) de Ehrenfest podemos decir bdsicamente lo mismo que sobre el
limite cuando # — 0, ya que esta propuesta también se hace desde el marco del formalismo
estandar. Sin embargo, este enfoque tiene un poco mds de mérito, porque las ecuaciones de
evolucién tratan sobre los observables, para los cuales, aunque también de manera
problemadtica, tenemos una idea més precisa de cémo se conectan con sus andlogos cldsicos.
Es decir, si bien permanecen aqui los problemas interpretativos del formalismo estdndar, por
lo menos al hablar de valores de esperanza (por ejemplo para la posicién y el momento) que
siguen trayectorias cldsicas, parece que nos acercamos un poco mds a tender un puente
empirico o conceptual entre la mecdnica cldsica y la teorfa cudntica. Pero de todas formas este
enfoque va a tener que lidiar con las mismas criticas que hicimos anteriormente, esto es
inevitable, porque seguimos dentro de la teoria estindar. Ademds, otro problema con estos
dos enfoques, y que también va a ser muy relevante para la teoria de onda-piloto y GRW es
que ninguno especifica por qué, genéricamente, esperarfamos que el régimen de lo que
consideramos como cldsico (por ejemplo el de los cuerpos macroscdpicos), se caracterice por
las mismas condiciones fisicas que dan lugar a que se cumpla el teorema fuerte de Ehrenfest
o que i — 0. Es decir, se necesita aclarar que el “mundo cldsico”, es tal, que se cumplen las
condiciones para tener (3) y/o (5).

En el caso de la teoria de onda-piloto la situacién es mucho mds favorable, principalmente
porque existe un “puente empirico” claro entre ésta y la teoria clésica, a saber, las posiciones
de las particulas. Esto permite que se pueda formular un criterio mds satisfactorio para tener
un comportamiento cldsico, que es la ecuacién (7) en su versién débil, o con Fy estrictamente
igual a cero en su versién més fuerte. Ya vimos que el problema con esta versién mds fuerte
del criterio de clasicalidad es que realmente es muy restrictivo, y nos dejaria con muy pocos
casos que podriamos considerar entonces como clésicos. La versién mds débil no tiene este
problema, asi que en este sentido resulta mds satisfactoria. Atn asi faltan cosas por aclarar.
Sobre todo lo que tiene ver con la caracterizacién del régimen cldsico. Si bien podemos
afirmar que una condicién necesaria y suficiente para que se cumpla la ecuacién (7) es tener

f v o .
que l K |m| , de todas maneras hace falta un paso extra, por asi decirlo, que es determinar

por qué las cosas que consideramos cldsicas efectivamente cumplen con este criterio. A esto
es a lo que apuntan los autores de (Allori et al. 2002) cuando dicen que
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El contenido matemdtico (de este trabajo) se resume con la siguiente (todavia no formulada
claramente) conjetura: (...) Existen interacciones ambientales tales que Fo — 0 cuando

v ,
A/ |m| — 0 uniformemente en ¥ y V.

Como vemos en esta cita, el problema es definir precisamente cudles son esas
“interacciones del ambiente”, que nos aseguran se cumplird el criterio de clasicalidad F —
0. La dificultad en hacer esto, en tltima instancia, radica en poder caracterizar al régimen
cldsico. Los objetos en este régimen, de acuerdo con la conjetura, deberian de ser tales que el
sistema en cuestion cumpliera con el criterio de clasicalidad, pero ;cudles son esas
interacciones?, ;cudndo o bajo qué condiciones tienen lugar? y mds crucialmente ;cémo
podemos estar seguros que aquello que consideramos como “cldsico” realmente estd sujeto a
esas interacciones? Tal vez mencionar aqui un ejemplo de reduccionismo en la fisica pueda
ilustrar mejor este punto. La teorfa de la relatividad especial puede recuperar a la dindmica
newtoniana, cuando se considera el caso en que la velocidad del sistema es mucho menor que
la de la luz. En ese caso las ecuaciones de movimiento son aproximadamente iguales a las
expresiones cldsicas. Esto quiere decir que el régimen cldsico, en distincién al relativista, estd
caracterizado por velocidad bajas en comparacién con la de la luz. El problema para hacer lo
mismo en la mecdnica cudntica es que no sabemos cudl es la condicién andloga a que “la
velocidad sea mucho menor que la de la luz”, es decir que no tenemos un criterio claro para
delinear las fronteras entre el mundo cudntico y el cldsico. Pero suponiendo que tuviéramos
esto, o sea, si pudiéramos caracterizar efectivamente al régimen cldsico (por ejemplo pidiendo
que el sistema tenga un gran niimero de particulas, o algo semejante), y después mostrdramos
que si esto es el caso, entonces el sistema cumple con el criterio de la ecuacién (7), asi pues,
tendriamos verdaderamente una fundacién muy sélida para decir que hemos recuperado a la
mecdnica cldsica desde la cudntica.

Podriamos pensar en todo esto como una reduccién inhomogénea al estilo del filésofo de
la ciencia E. Nagel, y que sigue muy de cerca al modelo nomolégico deductivo de Hempel
(Nagel 2008; 1949). Esquemdticamente se tendria lo siguiente

e P1: Un sistema se comporta de manera cldsica si y s6lo si Fp =~ 0.
® P2: Para toda funcién de onda ¥ y potencial externo V; se tiene que Fy = 0 siy s6lo

il < |V—|

Vrrr

o P3: Todo sistema cldsico cumple que A4 < |%| , que podemos llamar la
“Caracterizacién del Régimen Clésico” (CRC).

e Conclusién: para todo sistema clasico, i.e. que cumple con (CRC), se tiene que Fp =

0.
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Una gran dificultad con este modelo de reduccién es que no es evidente o inmediato, que
la proposicién 3 es verdadera, ;cémo estamos seguros que realmente cualquier sistema cldsico

cumple que 1 < |%| ? . El problema entonces para la teoria de onda-piloto en particular,

y para cualquier otra propuesta en general, es definir adecuadamente a (CRC). Por ejemplo
en el caso de la relatividad especial, esta condicidn es simplemente que el sistema tenga una
velocidad mucho menor que la de la luz. Cualquier sistema bajo la dindmica newtoniana, se
puede caracterizar efectivamente por este criterio de su velocidad, luego solo hace falta
mostrar que si esto es verdad entonces se pueden recuperar las ecuaciones cldsicas del
movimiento desde la teoria de la relatividad, como de hecho se puede hacer. Asi, lo que
necesitamos es caracterizar de igual manera al régimen cldsico, en distincién con el cudntico, y
después mostrar que para todo sistema cudntico, bajo esas condiciones, se cumple que 1 <

v . , . , ,
|—| . Este criterio podria ser algo como que el sistema tenga un gran niimero de particulas,
Vi

0 que tenga una masa mucho mayor a un cierto valor critico, etc.

Por tltimo hace falta decir algo sobre la propuesta de GRW (con densidad de masa). En
este caso la propuesta es mucho menos detallada que en la teoria de onda-piloto, y se limita
meramente a apelar al teorema (débil) de Ehrenfest. Por esta razdn, la propuesta aqui es
mucho menos satisfactoria que en la teoria de onda-piloto. Aunque, adn asi, creemos que es
posible para esta teoria el formular criterios de clasicalidad mds robustos que en el formalismo
estandar, porque en GRW,, si se cuenta con una interpretacién (y dindmica) clara para la
funcién de onda. O en otras palabras, en esta teoria, la ontologia si existe y es precisa, por lo
que puede resultar més facil tender algtin puente entre ella y la teoria cldsica, como de hecho
era la intencién original de sus creadores. Pero incluso si desde la teoria de GRW se pudiera
formular un criterio andlogo a la ecuacién (7), de todas forma seria necesario también
especificar cudles son las caracteristicas que distinguen al régimen cldsico del cudntico, para
luego mostrar que bajo dichas condiciones se cumpliria el (atin no formulado) criterio de
clasicalidad. Dejamos para un trabajo posterior cudl podria ser un esbozo de este criterio para
la teoria de GRW,,.
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